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DEUX MODELES POUR LES OPERATEURS DE CONTRACTION*

BERRABAH BENDOUKHA

Abstract. In this work, we propose two models for contractions defined in finite dimensional
Hilbert spaces. These models called matricial and universal, respectively, are constructed using the
spectra and allow one to find all the contractions studied up to unitary equivalence.

Résumé. Dans ce travail, nous proposons deux modeles d’opérateurs pour de larges classes de
contractions définies dans des espaces de Hilbert de dimension finie. Ces modeles respectivement
appelés matriciel et universel s’expriment & ’aide du spectre et permettent de retrouver toutes les
contractions étudiées & une équivalence unitaire pres.
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1. Introduction. On appelle modele d’un opérateur linéaire A tout opérateur
linéaire B tel que A = U~'BU, ot U est une transformation linéaire inversible.
Parmi les modeles classiques, on peut citer le modele de Jordan [6]: Si A € L(E),
dim E < 400, il existe alors un modele unique B de la forme B = (MI+ S1) @
<+ @® (A + Sy), out Pensemble des complexes {\;};—, coincide avec le spectre de
A, S; (i=1,...,n) opérateurs de translation nilpotents dans C™. Le modele B
d’un opérateur A devient mathématiquement intéressant s’il peut étre donné de
maniere explicite (dans un des espaces couramment utilisés) & partir d’un minimum
d’informations sur A.

Dans le présent travail, on considere une classe de contractions données dans un
espace de Hilbert de dimension finie (comme cela sera mentionné & la fin, les résultats
obtenus s’étendent assez aisément a certaines classes de contractions définies dans
des espaces de Hilbert séparables de dimension infinie). Pour chaque contraction de
cette classe, nous construirons deux modeles. Le premier, dit modele matriciel agit
dans l’espace des matrices carrées et utilise dans sa construction la notion de fonc-
tion caractéristique d’un noeud unitaire [4]. Nous établirons ainsi que chacune des
contractions de la classe étudiée possede un modele matriciel auquel elle est unitaire-
ment équivalente. Le deuxieéme modele (dit modéle universel) s’exprime uniquement
a l'aide du spectre et agit dans une somme orthogonale de r exemplaires de 1’espace
C™. Ce modele est le méme pour toute la classe étudiée. Son universalité [9], découle
du fait que toute contraction de la classe considérée est unitairement équivalente a
la restriction de ce modele a un sous espace invariant. Dans le cas ou le sous espace
de non unitarité de A est de dimension 1, les deux modeles coincident. Dans ce cas,
les contractions étudiées sont parfaitement définies par leur spectre. Parmi les autres
modeles existants, on peut citer les modeles fonctionnels de Nagy Béla et Foias [8]
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et de Brodskii [4]. Ces modeles s’expriment tous deux & 1’aide de la fonction car-
actéristique et agissent dans des espaces fonctionnels construits a partir des classes de
Hardy. Signalons aussi que dans le cas ol la contraction A (définie dans un espacede
Hilbert abstrait de dimension infinie) ne posséde pas de valeurs propres, des modeles
universels furent construits dans [1], [2].

Le présent travail comporte une introduction et quatre sections. Dans la sec-
ond section, nous exposons les principaux résultats relatifs a la théorie des noeuds
unitaires d’opérateurs qui constitue 'outil mathématique fondamental utilisé pour
I'obtention de nos modeles. Cette théorie est apparue au milieu des années 70 du
dernier siecle comme analogue naturel de la théorie des noeuds non hermitiens qui
s’est par la suite avérée bien adaptée a 1’étude des opérateurs dits presque hermi-
tiens [3,7]. D’autre part, elle est apparue comme généralisation des résultats de [8].
Dans la troisieme section, nous construisons le modele matriciel, nous en établissons
les principales propriétés et puis nous démontrons le théoreme d’équivalence unitaire
relatif au modele matriciel. La quatrieme section est consacré a la construction ainsi
qu’a I’étude du modele universel. Dans la cinquiéme et dernier section, nous donnons
quelques généralisations possibles des résultats obtenus au cas non inversible et au cas

des contractions définies dans des espaces de Hilbert séparables de dimension infinie
“+o0

et dont les valeurs propres vérifient la condition Z (1 —|Xg]) < +o0. Dans tout ce
k=1

travail et sauf indication contraire, les espaces considérés sont des espaces de Hilbert

de dimension finie.

2. Résultats préliminaires. Dans ce section, nous exposons les principaux
résultats relatifs a la théorie des noeuds unitaires.

DEFINITION 2.1. Une contraction T' € L (E) est dite simple (on dit aussi totale-
ment non unitaire) si dans F, il n’existe aucun sous espace invariant pour T et T* et
dans lequel T induit un opérateur unitaire.

PROPOSITION 2.2. T est simple si et seulement si T est simple.

THEOREME 2.3. Une contraction T € L (E) est simple si et seulement si tout son
spectre est situé a Uintérieur du disque unité D ={z € C : |z] < 1}.

DEFINITION 2.4. Soient T; et Ty deux opérateurs agissant dans E; et E5 respec-
tivement. On appelle couplage de T; et T» tout opérateur (noté dans tout ce qui suit
par (Th x T») (I")) défini dans l'espace E = E; & E, par la formule

((Ty * T») (D)) (z) = TL Py (z) % ToPs () + TPy (z)

ou P; (1=1,2) désigne orthoprojecteur de E sur E; et FEs, respectivement,
lopérateur I' € L (E) appelé coefficient de couplage annule E; et applique Eo dans
E.

Remarquons que le couplage d’opérateurs dépend de I'. De plus, il est asso-
ciatif mais non commutatif. Suivant la décomposition £ = E; & FEs, 'opérateur
((Th x T») (")) admet la représentation matricielle suivante,

oy =[] =0 ).
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PROPOSITION 2.5. Soient T', Ty et Ty trois opérateur linéaires définis dans les
espaces E, Ey et Ey respectivement. Alors, T = ((Ty % T») (T)) si et seulement si E =
E1 @ E5 et By est un sous espace de E invariant pour T .

On sait qu’en dimension finie, le spectre d’un couplage d’opérateurs est égal a la
réunion des spectres des opérateurs couplés. Par conséquent et en raison du théoreme
2.3, on a la suivant proposition.

PROPOSITION 2.6. Supposons que le couplage ((T1 x T3) (T')) des contractions Ty
et Ty est aussi une contraction. Alors, ((Th = Tz) (T')) est simple si et seulement si Th
et Ty sont simples.

DEFINITION 2.7. L’ensemble A = (E, F,G,T,®,¥, K) constitué d’espaces E,
F, G vérifiant (dim F' = dim G); et d’opérateurs linéaires bornés tels que T € L (E);
deL(F,E);VelL(EG),K € L(F, G)est appelé noeud unitaire si:

o ER PRt
e (DT ][R

L’espace E et I'opérateur T' sont respectivement appelés espace interieur et opérateur
principal du noeud A. Les relations (2.1) et (2.2) signifient que la matrice bloc

v x]

constitue un opérateur unitaire de EG F dans E® G et que 'opérateur principal de
tout noeud unitaire est une contraction large. Inversement, si T' est une contraction

définie dans un espace E, alors en posant £ = F = G; ® = (I—TT*)% ;U=
1

(I —T*T)? ; K = —T*, on obtient un noeud unitaire A dont Iespace intérieur et

Popérateur principal sont respectivement F et T. Les formules (2.1) et (2.2) sont

équivalentes aux relations suivantes,

23) [-T*T=U0'V [ T®+VK=0 [ 00 +KK*=Ig
' [—TT*=3®* ' | T +K*=0 ' | &0+ KK = I.

PROPOSITION 2.8. Soit A = (E,F,G,T,®,V, K) un noeud unitaire. Alors,
(a) On peut supposer que F = G.
(b) Si de plus, T —1 existe, alors on peut supposer que F = G = C"

(r=dim(I -T*T)E).

Preuve. (a) Puisque dim F = dim G, il existe alors une application unitaire U
définie de F' dans G . On vérifie facilement que I’ensemble

A = (BE,F,F,T,®,U "W, U K)

est un noeud unitaire. )
(b) Si T est inversble, alors les espaces (I —T*T)2 E, (I -T*T)E ,(I-TT*)E

1
et (I —TT*)2 E sont tous de méme dimension. On vérifie que l'on obtient un



TheElectronic Journal of Linear Algebra 1SSN 1081-3810

A publication of the International Linear Algebra Society
Volume9, pp. 171-189, September 2002

174 Berrabah Bendoukha

noeud unitaire A = (E,F,G,T,®,¥, K = —T*), en posant: F = (I—TT*)% E,
G=(I-TT)E &= (-TT")*, ¥ = (I—TT)%. Donc si T est inversible,
on peut d’aprés 1. Supposer F = G = (I — T*T)% E. Soit r = dim (I —T*T) E.
Désignons par V n’'importe quelle application unitaire définie de C” dans F.
L’ensemble A" = (E,C",C",T,®V, V=¥, V-1KV) constitue un noeud unitaire. 0

Soit F = Fy @ E; la décomposition de E correspondant a la décomposition de T’
en partie unitaire Ty et partie simple T3 [8]. Des relations (2.1) et (2.2) découle
que VE, = {0} = ®*Ey et les ensembles Ap = (Ey, F,G,T1,®,V, K),
Ag, = (Ey, F,F,Ty, 0,0, Ir) forment des noeuds unitaires. A g, est appelée
partie simple de A et A g, sa partie complémentaire. Si E = F; (dans ce cas T = T1),
alors le noeud A est dit simple.

Soient maintenant A, = (Ep, Fp, Gp, Tp, ®p, ¥y, Kp); (p = 1,2) deux noeuds uni-
taires tels que F} = G5. Posons F = FEy & Ey; F = F; G = Gy;
T=TP+TP+01YP, =0+ P Ko; UV =U1P + K1V P K = K1 K.

L’opérateur P; désigne l'orthoprojecteur sur FE;. Un calcul direct permet
d’affirmer que 'ensemble A = (E, F,G,T,®, ¥, K) est un noeud unitaire.

DEFINITION 2.9. Le noeud unitaire défini par les formules précédentes est appelé
couplage des noeuds Aj et As et est noté A = Aj x As.

Remarquons que tout noeud unitaire est égal au couplage de sa partie simple et
de sa partie complémentaire et que si A = Aj x Ag , alors I'espace intérieur E; de
A7 est invariant par rapport a T'.

DEFINITION 2.10. Soit A = (E, F,G,T,®, ¥, K) un noeud unitaire. On appelle
fonction caractéristique de A la fonction définie de ’ensemble D ={A € C' : |\| < 1}
dans L (G, F') par la relation

Sa(N) = K* 4+ X0* (I — AT*) ™" o™,

I est clair que la fonction Sa (A) est holomorphe dans D (c’est & dire que la
fonction scalaire ( Sa (M) (z) ;¥ ) est holopmorphe sur D pour tout couple (z;y) €
G x F), de plus ses valeurs sont des opérateurs linéaires bornés de Gdans F. Un
calcul direct nous donne la relation

Iy — S3 (N) Sa (1) = (1= N@) ¥ (I — @)~ (1 = AT*) ' 0,
de laquelle découle que
(2.4) Ip—Sa(N)Sa(N) =0 (A <1).

Pour une connaissance plus approfondie des noeuds unitaires et de leurs fonctions
caractéristiques, le lecteur peut consulter [4]. Rappelons cependant de ce méme article
trois résultats importants pour la suite.

THEOREME 2.11. Si A = Aj x Ag, alors Sa (M) = Sa, (M) Sa, ().

THEOREME 2.12. Si deux noeuds unitaires simples A1 et Ao ont la méme fonc-
tion caractéristique, alors ils sont unitairement équivalents, i.e., il existe un opérateur
unitaire U défini de E, dans Ey et tel que: Ty = UT'ThU ; Uy = WU ; &) =
U~ 1®,.
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THEOREME 2.13. La fonction caractéristique d’un noeud unitaire, coincide avec
celle de sa partie simple.

Etablissons maintenant le lien entre la fonction caractéristique d’un noeud uni-
taire et le spectre de son opérateur principal.

THEOREME 2.14. Soit A = (E,F,G,T,®,9,K) et Sa(\) sa fonction car-
actéristique. Alors, le nombre complexe A (J\| < 1) est une valeur propre de T si
et seulement si Sa (N\) est non injective.

Preuve. Supposons que A est une valeur propre de T et désignons par x) un
vecteur propre associé a A. Dans ce cas,

Sa () (W) = K*W () + A®* (I — AT*) ™" ¥ (z)
= —®*T (z)\) + A" (I — XT*) " (I = T*T) (z\)
= =0T (z\) + \®* (I — AT*)f1 (I =XT* 4+ XT*=T"T) (z )
= —AD* (z)) + AD* () + AD* (I = AT*) ' T*(A =T (x5) = 0.
Pour terminer la preuve de la condition nécéssaire, il suffit de montrer que le vecteur

U () n’est pas nul. Supposons le contraire, c’est a dire que ¥ (x)) = 0. D’apres
(2.3), on aura dans ce cas,

U(zy)=0=U"V(z\)={ —-T*T) (xx) =0.
D’ou,
(I =T*T) (xzx);xr) =0.

Ce qui signifie que ||zx|| = [|Tz|| = |A] ||z||. On arrive donc & une contradiction car
[A] < 1etzy#0.

Inversement, supposons que A (JA| < 1) est un nombre complexe tel que Sa (A) est non
injective. Il existe donc un vecteur non nulyy tel que Sa (A) (ya) = 0. En utilisant
les formules (2.3), on obtient que

T (zx) = Axx; oy = (I = XT*) "0 ().

Pour achever la preuve de la condition suffisante, il suffit de remarquer U* (y,) # 0
car dans le cas contraire, on aura la contradiction suivante

) Sa (M) (ya) = K7 (y2) = 0
v (WM{ w?y(n iy?}—KK(*yﬂ)yA) =0.

On obtient donc finalement que yy = 0. O

3. Modele matriciel. Cette section, est consacré a la construction du modele
matriciel et a la preuve du théoreme d’équivalence unitaire relatif a ce modele.

DEFINITION 3.1. Soient {)\k}gzl un ensemble fini de nombres complexes tous
non nuls. On dira qu’une contraction simple 7" définie dans un espace E (dim E = N)

appartient & la classe A, [{)\k}gzl] si
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(a) le spectre de T coincide avec I’ensemble {)‘k}szp
(b) dim (I — T*T)E = r
De la définition de la classe A, [{)\k}gzl} , découle que |Agx| < 1.

Soit 1" un opérateur de la classe A, [{)\k}gzl}. Incluons 'opérateur T' dans un

noeud unitaire simple A = (E,F,G,T,®,¥,K) tel que F = G = C". Puisque la
fonction caractéristique Sa (A) est holomorphe et contractante (d’apres (2.4)) sur le
disque unité, alors d’apres [5], on a la représentation

.
N A=A |§—’“| 0
3.1 YW k Us (N =1
(3.1 ot CO A [ R R
ou les opérateurs U et U, (k=1,...,N) sont des opérateurs unitaires définis dans
—
N
Cmet [[Wh = WiWa... Wy.
k=1
Soit A\ = rpe?@r. Alors, % X % =7 — )\e’mk%. Posons
_ )\k 0 . _ ¥ _ % 0
Ak - |: 0 eiak]'r71 :| 7|Ak| -V Ak-Ak - |: 0 I’rfl :|
alors
—
N .
Sa(\) =U [|Ak| e ior (I AAL)T! (I_A;;Ak)} U;
k=1
—
N .
~UT] [|Bk| he~Pon (I—)\B;)_ldﬂ :
k=1
* * * 1—72 0 *
Bk:UkAkUk; dk:Uk (I*AkAk)Uk :Uk 0 k 0 Uk'
r—1
PROPOSITION 3.2. Pour tout k € {1,..., N}, les opérateurs Ay et By sont des

opérateurs normaux et inversibles. De plus,
Bre™ " = Bfe' ™ = Uy, |Ay| Uf;
Bpdy = dpBy; Bjdy = dpBf; BiBj +di = I,;
dy (I =ABp) " = (I - AB;) ' dy.

Considérons maintenant l'espace My, (C') des matrices complexes
X1 = (Xlla cey Xh«)

X = :
Xnv=XnNn1,. s XNr)
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muni du produit scalaire

N N r
(XY ) =Y XW Vi => > X5 Yy
k=1

k=1p=1

Dans cet espace, définissons 'opérateur 1" par

N
(3.2) (TX)k = XiBy— 30 Xjd Ry @ et
j=k+1
ou
“
k
Qo =I; Bp=][U; |4;|U; = Uk |A| Uy ... Uy | A4| U}
j=1

En utilisant la Proposition 3.2, on peut facilement établir le résultat suivant.
PROPOSITION 3.3. Pour tout k € {1,..., N}, on a,

o, le' By = &1,

—1 2x*x—1 __ —1gx/*x—1 —1 * —1
Z‘I)j A =0 0 — 0,y
Jj=p

P
> 0 did; =0}y — Dy D,
Jj=k+1

PROPOSITION 3.4. On a pour tout k € {1,..., N},

(3.3) (f*X)k = XuB} — ki X;d; 05 e b dy
j=1
(3.4) [(1-7T) x] = é X,pdy®,_1®%d,
~~ N
(3.5) (1-7TT") x| o= 2 Xpdp @) By Bty
p:

Preuve. La formule (3.3) se démontre de maniere directe. Etablissons la formule
(3.4). Pour tout k € {1,...,N} ona

(-7 ], -5 (),
= X, — [TXL Bi+Y (TX) ;@5 e D dy.

=1 !
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N
1 i
= Xy — | XpBi — Z Xjd;j®;_ 1@, tdpe’ ™ | Bp +
j=k+1
N
—1 L O -1 _ —iqy
+D 1XBi = Y Xpdp®y 1@ de’ 9 | ;e By dy,
j= p=j+1
N
= Xy — XiBpBii+ > X;d;®; 1@ de’ “ Bf +
j=k+1
k—1
+>X;B;d; @ e By dy
j=1
k—1 N
—1 [XeT *—1 —iajF*
=0 Xpdp®p 1@ et i d 05 e D dy,
Jj=1p=j+1
N
—1
= X — X1BrBj + Z Xjd;j®; 1@, dy +
j—k+1

ZXdCD* o ldrz Z Xpdp®p 1 &5 305 B; di.
Jj=1p=j+1

En utilisant la Proposition 3.3 et la relation
k=1 N k—1 -
2 2 B —ZFZ‘I’ —ZFPZ%
s=1 p=s s= s=

et apres transformations, on obtient finalement que

~ N
(1-7T) x] = Xk = XuBiBj — Xad} 4+ 3 X,y @y 1 0y
p=1

[
M=

Xpdp®, 1} dy.
1

S
Il

Pour la preuve de la formule (3.5), on proceéde de maniére analogue et on utilise la
relation

SPIAS S SEAD ST SRR
s=k+1 p=1 p=1 s=k+1 p=k+1 s=k+1

PROPOSITION 3.5. L’opérateur T est une contraction.
Preuve. Soit {ea}gzl la base canonique de C". Posons pour tout £k =1,..., N,

9o = (9o (). ;90 (N));  ga (k) = ea®s_,dy
ha = (ha (1)5...3ha (N));  ha (k) = ea®ne’ “* 0 dy.
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Dans ce cas, les formules (3.4) et (3.5) sont respectivement équivalentes aux formules

I
IR

(3.6) (1-TT) X = ¥ (X:ga)a10

1

Q
Il

I
M-

.

>=

(3.7) (I - ff) X : e )t .

Q
Il
A

T
En effet, on a X,d,®p,—1 = Y [XpdpPp_1€}] eq car c’est un élément de C”. Donc

. N
[(1-7T) x] = X Xydy 1 yd
p=1
N r r N
=2 > [Xpdp®porer]ea®y_idi = D0 X0 [Xpdp®porey] ea®y_1dy
p=1a=1 a=1p=1

(X 9a)mga (k)

1

Q
Il

d’ot la formule (3.6). Pour la formule (3.7) , on procéde de maniere identique. De la
formule (3.6) , découle que pour tout X € My, (C),

(1=T°T) XiX s = X (X ig0 )00 XD = 3 1(X g0 )t 20,

Donc 'opérateur T est une contraction. O
Remarquons aussi que des formules (3.6) et (3.7) découle que

dim (1= T*T) €™ = dim (1 - TT*) ¢~ = .
Considérons maintenant le sous ensemble
X1
M =< X = : € My, (C): Xpdp, =0,k=1,2,...,N
XN
Alors, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 3.6. M est un sous espace de My , (C) invariant pour T et T*.
Preuve. Le fait que c’est un sous espace de My, (C) est évident. Son invariance

pour T et T* découle du fait que pour tout X € M; et pour tout k=1,...,N ,on a
(TX) di = XiBydy = XudiBy = 0By = 0
k
(f*x)k d, = X, Bidy, = Xpdp B = 0B} = 0. O
Remarquons cependant qu’en utilisant la forme explicite des opérateurs dy, on
peut établir que
X1
M =< X = EMN’T(C)SXk:(O,ﬂCkQ,...,ﬂCkT)U]:
XN
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Désignons maintenant par Ms le supplémentaire orthogonal de M;. On a alors le
suivant résultat. L

PROPOSITION 3.7. My est un sous espace de My  (C) invariant pour T et T*.
De plus,

X1
My=< X = GMNJ«(C):XkZ(xkl,O,...,O)U]:
XN

Considérons maintenant les opérateurs suivants
,

\I/Q:MQHCT ;\T/Q(X): > (X 9a)mea

a=1
®y: C" — M, ;52(ea):—ha s a=1,...,r
I?Q:CT*)CT ;I~{2 (ea) =€a®Pn ; a=1,...,1

ProposITION 3.8. L’ensemble 82 = (MQ,CT,CT,TQ,&DQ,\T/Q,I?Q) ou fg désigne

la restriction de T a M5 est un noeud unitaire.
Preuve. Remarquons tout d’abord l'appartenance des matrices go; ho au sous
espace Ms. De plus, on a

\TIE:CTHMQ;\T/E(eQ):ga ca=1,...,r

~ ~ T
My —C"; 05 (X)=— > (X ha)Mmea
=1

K;:C" —C: K3 (ea) =ea®y : a=1,...,m

Les relations (I - f*f) = 030y et (I - ff*) = $,®} découlent des formules (3.6)

et (3.7). Montrons maintenant que Tj®o + @SI?Q = 0. On a pour tout couple
(a; k) e{1,...,r} x{1,..., N} et compte tenu des Propositions 3.2 et 3.3.

[(f;«ig n @;f(g) ea] = [T; (—ha) + U3 (eaqm)} )

r
= TQ* (_hoé) + Z (eaq)N@E) 93 = —eaq)Neiak(I);ldkB;;
=1

k—1 r
+) ea®ne T 20T e T B dy + Y (ea®ie)) eg®iqd
j=1 B=1
= —eo NP ! dy +ea®y (0,0, 571 — 1) D di + ea®ND}_ydy
=0.

D’une maniere tout a fait analogue, on démontre que T @3 + O, K 53 = 0. Montrons
que ®5Py + K5 Ko = I,.. En effet, on a
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T

(@502 + K5Kz) (ea) = D | [ (9382 + K3Ko ) (ea)| €3] €5 =

ﬁ_
.
=S haihgases + Z [caln @] en =
B=1 B=1
r N T
-y [ea@Nq>,;1d§q>;*1q>7ve;} o+ Y eanBies =
B=1k=1 g_
T
= Z [((I)Nq)j‘v_l 1) @y eﬁ} eg—l—Zea(I)N(I)Neﬁ —eaZeﬁeg
B=1 B=1 B=1

= CLa:_ SO -
Donc ®5®5 + K5 Ky = I.. De maniere tout a fait analogue; on montre que UoU3 +
I~{2I~{§ = I.. Ainsi donc, ’ensemble 52 = (MQ,CT, C””,fg,fﬁg, \AI;Q,I?Q) vérifie toutes
les conditions d’un noeud unitaire. O _

Calculons la fonction caractéristique du noeud A,. Remarquons tout d’abord que

pour tout k € {1,..., N}, la restriction de l'opérateur dy & My est inversible . On
désignera par le méme symbole dj, cette restriction. On a

Sz, () = [Sa.s I, 5oy
(a5 (V] = [S5, ) (ea)] €5

— [K* ()] €+ A( (1 - Af;) Goi hp Yar€y.

D’autre part,

(3.8) (I - Afg)_ Go = fo & Go = (I - Af;) o & [galy = [(I - AT;) fa}ka

k—1

S eqPr_1di = fo (k) (I — AB}) + )\Z fa (G) djq);fle—qu)zildk
Jj=1
k—1 -
& o = fo (k) (I = ABR) di @571 + 0D fo (7)dj@)~re ",
j=1

Posons
Fo (k) = fo (k) (I = AB;)dy ' @3]

On a alors le systeme
ea=Fu( +>\ZF @, (I-ABY)~ di@;—lefmj
F, (1) =e,.
D’ou,

Fo(k+1) = F, (k) = AFy (k) ®f_, (I = AB}) ' 2@ temton
(39) Fa (1) = ca.
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La solution de (3.9) est de la forme

s
k—1

Fu (F) = ea [ [ @1 [1B] = Ae ™" (1 - ABy) ™" d2] @572,

j=1

Ainsi donc,
—
k—1 _ B B
(3.10) fu (k) = ea [ 25, [|Bj| —Xemi% (I = AB}) dﬂ £ (1= ABY) N dy.
j=1
En reportant (3.10) dans (3.8) et en posant

—
k
H (k0 = [[@5 [1B5] = 2e e (1-AB7) ™" d2] @
j=1

H(O0,\) =1,
on obtient apres transformations,
N
(S5 (V)] = ea®ies +eay {H(k,A\)—H(k—1,))}®ye]
k=1

=ea®yes +ea {H (N, ) — H(0,)\)} Pyes =eoH (N, N) Pyej
v 1
= S TI® [1Bil = e o0 (1= AB;) ™" 2] @57 4 e
j=1
En développant ce dernier produit, on obtient finalement
—_—
N ; -1
Sa.s W] = ea[ [ [1Bi = Ae™ i (1-AB)) ™" 2] e,
j=1

Donc,

I
— =]

—iaj 1 52
Sz, V) (185 = Ae™ 25 (1= xB;) ™" 2]

j=1

7 N

M)y Dl
— HUk 1—k>\)\_k X X 0 Ug.
k=1
k=1 0 17‘_1

De ce qui précéde, découle que la contraction T est simple. En effet, on remarque
que SZQ (M) n’est pas injective pour A € {A1,...,An}. Donc d’apres la Proposition
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2.14 , les valeurs Ay,..., Ay sont des valeurs propres pour T . De plus, ce sont les
seules valeurs propres de Ty car dim My = N. Donc d’apres le Théoreme 2.3, T5 est
simple.

THEOREME 3.9. Chacune des contractions T de la classe A, [{)\k}szl} est uni-

tairement équivalente a un modéle matriciel du type fg. Le nombre naturel v ainsi
que les A\, (k=1,...,N), intervenant dans la construction de Ty sont les mémes que

dans la notation A, {{)\k}szl}.

Preuve. Soit T une contraction (simple) de la classe A, [{)\k}szl}. Incluons T
dans un noeud unitaire simple A = (E,C",C", T, ®, ¥, K). D’aprés ce qui, précéde,
la fonction caractéristique Sa (A) du noeud A est de la forme (3.1). Considérons
maintenant ’ensemble 53 = (Mg, cr, CT,TQ, CTDQU*, \AI;Q, I?QU*) ou U est I'opérateur

unitaire figurant dans la représentation (3.1). Il est évident que 83 est un noeud
unitaire simple. De plus, sa fonction caractéristique Szg (A) vérifie la relation

Sz (N =USz, (\) =5a()).

As
Ainsi donc, les noeuds unitaires simples A et 53 ont la méme fonction caractéristique.
D’aprés le Théoreme 2.12 , ils sont unitairement équivalents. Par conséquent,il existe
un opérateur unitaire V' défini de £ dans My tel que T' = V-ITL,V. O

REMARQUE 3.10. L’opérateur T dépend aussi des opérateurs unitaires Uy, (for-
mule (3.1)), eux mémes dépendants de la contraction d’origine T'. Pour cela, deux
contractions d’une méme classe peuvent avoir deux modeles matriciels différents.

EXEMPLE 3.11. Soit T une contraction simple et inversible, définie dans un
espace complexe E de dimension 2. Désignons par A\; = r1€*®! et Ay = 1€ les
deux valeurs propres de T' . On distingue deux cas.

1°" cas: dim (I —T*T)E = 1. Dans ce cas, la fonction caractéristique Sa (\)

2
. . - A N
admet la représentation Sa (A) = ¢ H % X % , ol ¢ est une constante complexe
- k
k=1

de module 1. Le modele matriciel fg de T est donné dans 'espace C? par la formule

suivant,
T, (z,y) = (Alx — y\/(l — |)\2|2) (1 — \)\1|2>ei‘“ ;)\gy> .

2ieme cqs: dim (I — T*T) E = 2. Dans ce cas, la fonction caractéristique Sa (\)
admet la représentation suivant,

s
2

Sa () = UTTUs [JAk] = Ae™ % (1= AA0) ™ (1 = A;Aw) | Uf
k=1

2
= UTT [IBel = Ae™ o (1 = 2B) ™ @3] 5
k=1
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A 0 *
Ay = [ Ok o o ] ;. Br = UrApUp;

)
dk:UM/(I—A;Ak)Ug:Uk[ Vlo Tk S}U,j.

Les matrices carrées Uy, étant unitaires d’ordre 2, admettent la représentation:

(075 |bk|€lﬁ’i

U = .
b bk |ak|elﬁz

1; jarl” + 10> = 1; 8L, B € R,

L’espace My est défini comme suit:

M, = {X= { §; ] EM:2(C): X1 =(2,00U7; Xo=(y,00U3; (z,9) GCQ}

= {X: |: ﬁ; :| € M2 (C): X4 :x(a_l,a); ngy(a_g,E); (m,y)eC’Q}.

Le modele matriciel Tb agit dans M par la formule

= (@ (a5, b) 21
3.11 T. he — :
1) (tmm )-(2)
ou

) _
(3.12) z; = Mz (a_l,a) — \/(1 — \)\2|2> (1 — |)\1|2)ei‘“y (a—%g) [ la1]” a1br } :

a1by |b1|2

(3.13) 22 = A\ay (az, b2) -

Ainsi donc, on peut énoncer le résultat suivant.

THEOREME 3.12. Soit T une contraction simple et inversible de la classe Ao
[{)\k}izl}. 1l existe alors quatre nombres complexes ay,b1;as, by dépendant de T,
vérifiant la relation |aq|* + [by|*> = |ag|® + |bo|® = 1 et tels que T est unitairement
équivalente a 'opérateur Ty, défini par les formules (3.11), (3.12), (3.13) dans ’espace

My = {X { @ (a7, b1) ] € M5 (C) : (2, y) eC?}.

y (az,b2)
4. Modele universel. Dans ce section, nous construisons le modele universel et
nous établissons son universalité. Les valeurs A\, (k =1,..., N) ne sont pas supposées

forcément différentes. Considérons dans 'espace CN I'opérateur T défini par:

N
(4.1) (T:c)k = M\ Tp — Z xjdj¢j71dk¢lzleick; z=(z1,...,2N)
Jj=k+1

!
e =arg M; di = \/1— [l oe = [[ 1Ml (R=1,...,N).
j=1

On remarque que T est I'opérateur T défini dans Vespace My 1 (C) = CV. Donc on
a immédiatement la suivant proposition.
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PROPOSITION 4.1. On a
k—1
o Y o oA=Ll =i
(T z)kkazk lecjd]gbj e dydp 1
=

(1-TT)o=(a9) 9= (i, don,,der,...dnon-1).

dim (1— f) N = dim (I — ff) oN = 1.

PROPOSITION 4.2. La contraction T est simple.
Preuve. Soit {ej};.vzl la base canonique de CN. On vérifie facilement que la

matrice de T dans cette base est

_ N _dpdq(bq—l(z);lei&p (r=<4q)
M = [apg], 4=y (pg = Ap ((p = ‘I))
0 q=<p).

Donc le spectre de T' coincide avec I'ensemble {)‘k}llcv:r D’apres le Théoreme 2.3,
lopérateur T est simple. De ce qui précede, découle en particulier que 'opérateur T'

est un élément de la classe Aq [{)‘k}szJ-

Soit la somme orthogonale L, = CN &...® CN (r— fois), munie du produit scalaire:

r N —
(zy)e=Y_ > @byl

a=1 j=1
I:(xla---ax’!‘); y:(y17"'7y7')

T = (al,...,a)) ey (yt,...,yl) e CN.
Définissons dans D'espace L, Popérateur T (r) =T &...® T (r— fois) par la formule:
(T (r)) (21,...,2,) = (f:cl, . ,f:cr) .

On a immédiatement que

(I_T*(T)T(T)) :Z<;gj>gj; gj:(o""’oagaov'--ao)v
(I-T (nT*(r) :z’“:<; hj)hj; hj=(0,...,0,h,0,...,0).

J=1

PROPOSITION 4.3. L’opérateur T(r) est une contraction simple dont le spectre
coincide avec l’ensemble {)‘k}llcv:r De plus, si \ ¢ {)\k}szl , alors (T (r) — )J)i1 =
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~ -1 ~ -1
((T—)J) ;...;(T—)J) )
Considérons les opérateurs ® € L (C";L,) ;¥ € L(L,;C7); K € L(C";C") comme
suit:

r

U(x)=> (x;59;5)e; @) =—hj; K () = dne;.

j=1

On peut facilement vérifier que I'ensemble A (r) = (L,«, cr,C"\ T (r),®, E,F) est
un noeud unitaire simple dont la fonction caractéristique est donnée par la formule
suivant,

N
A=A
Sx V) = kH sy vie ka,. (Ae D),
=1

ou I, désigne 'identité dans C".
THEOREME 4.4. Pour toute contraction simple T de la classe A, [{)\k}gzl} , il

eriste un sous espace L&O) de L, invariant pour T (r) et un opérateur unitaire U de
E (espace de définition de T') dans L tels que T =U~! (T(r)U.

Preuve. Incluons T dans un noeud simple A = (E,C",C", T, ®, ¥, K). Puisque
Sa (A) est une matrice carrée holomorphe et contractante sur le disque unité ouvert
D, alors d’aprés [8], elle admet un multiple scalaire. C’est & dire qu’il existe une
matrice carrée Si (\) holomorphe et contractante sur le disque unité ouvert D et
telle que [detSa (A)] I, = S1 (A) Sa (A). La matrice carrée [Sy (A)] étant holomorphe
et contractante sur le disque unité ouvert D, il existe d’apres [Théoreéme 5.1, 4] un
noeud unitaire simple A; = (Ey,C",C", Ty, ®1, Uy, K1) tel que Sa, (N) soit égale &
[S1 (A)] pour tout A € D. Soit Ay = A *x Ay le couplage des noeuds A et A;. On a,

Ag = AxAy = (B, C",C", T3, 95,V3, Ks) ; By = EQE, , To = TP+T1 P +9V, Py.
D’apres ce qui précéde, le couplage As = A x A est simple. De plus,

Sas () = 81 (0) 82 () = S5, (V.

Les noeuds simples Ay et A (r) ont donc la méme fonction caratéristique et par
conséquant, il existe d’apres le Théoreme 2.12 un opérateur unitaire U défini de Fo
dans L, tel que Ty = U T (r)U.
Considérons le sous espace Y = U (E). Pour tout y =U (z) (xz € E), on a:
T)(U(z) =UTU (U (x)) =UTy(z) =UT () =UTU (U (z))
(car Ty (z) =T (x) € E, pour = € E).
Les dernieres relations montrent que Y est invariant par rapport & T (r) et que T' =
Ut (T(r)U.0O

Remarquons que dans le cas o dim (I — TT*)E = 1, les contractions simples
T et T(l) = T coincident. D’autre part, chaque contraction simple de la classe
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A [{)\k}gzl] est unitairement équivalente a T (1) = T' car ils ont la méme fonction
caractéristique. On a donc le résultat suivant:
PROPOSITION 4.5. Toutes les contractions simples de la classe A4 [{)\k}gzl] sont

unitairement équivalentes entre elles.
Le théoreme suivant, nous fournit un critére suffisant d’équivalence unitaire de deux
matrices données.

THEOREME 4.6. Soient A = [ai;];,_, et B = [by]5_,
coefficients complexes vérifiant les conditions suivantes:

(a) A et B sont inversibles.

(b) A et B possédent le méme polynome caractéristique.

(c) rang (In — A*A) = rang (IN — B*B) = 1 ou Iy désigne la matrice unité

deux matrices carrées a

d’ordre N .
N N
(d) > lagl* < Let Y |byl* < 1.
3,j=1 1,j=1
Preuve. Soit D = {e1,...,en} la base canonique de CV. Désignons par fa

(resp. fp) I'application linéaire définie dans CV et dont la matrice par rapport a la
base D est A (resp. B). Des conditions (c) et (d), découle que fa et fp sont deux
contractions simples telles que dim (I — f} fa) = dim (I — f5 fp) = 1. Par conséquent,
fa et fp sont deux éléments de la classe Aq [{Ak}szJ ou{A, k=1,..., N} désigne
I’ensemble des valeurs propres de la matrice A et donc de B (condition (b)). D’aprés
la Proposition 4.5., les contractions f4 et fp sont unitairement équivalentes. Il existe
donc une application linéaire inversible U telle que f4 = U~! fgU. En remplacant
dans cette derniére relation chacune des applications par sa matrice par rapport a la
base canonique D, on obtient le résultat recherché. O

5. Complément. Jusqu’a présent, nous avons supposé que toutes les valeurs
A, sont différentes de zéro c’est a dire que 'opérateur T est inversible. Considérons
maintenant le cas non inversible. Puisque dim E' < +o0, il existe alors au moins un
complexe a (a # 0, |a| < 1) tel que Popérateur (T' — al) soit inversible. Il est évident
que (I —aT) est aussi inversible. Considérons 'opérateur

To=(T—al)(I—al)"".
L’opérateur T' s’obtient a partir de T, par la relation

T = (T, +al) (I +al,) " .
Des relations

I—TT, = S* (I - T*T) S5,
I—T,TF =S(I—TT")S*,

1

S (1 - |a\2) *(I—ar)™
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découle que T, est une contraction vérifiant
dm(I-T;T,)E=dim(I -TT*)E=dim (I - T,T,) E.
D’autre part, de la formule
(T, —al)= (T —al)(I—al)"" —al
=[(T—al)—a(—-al)](I —al)™"
= (1+ oa) [T —(a+a)(1+am) "I (I—ar)"

découle que les valeurs propres )\,ia) de l'opérateur T, et les valeurs propres A de T’
sont liés par la formule

MY = (O +a)(1T+ar) "

Cette transformation applique le disque unité ouvert dans lui méme. Donc la sim-
plicité de T entraine la simplicité de T, et inversement. L’opérateur T, est un élément

N
de la classe A, {{)\éa)}k ] . Il existe donc un opérateur unitaire U défini de £ dans
=1

Moy tel que T, = U *lfaU ou l'opérateur fa est 'opérateur obtenu en remplacant
dans la formule (3.2) Ay par )\,(Ca). D’autre part, on a

T = (T, +al)(I +al,) " = (U*ITaU + aI) (I + aU*lfaU) o

- \—1
—U (T, +al) (1+al,) Ua.
Ainsi donc, on a le résultat suivant.

THEOREME 5.1. Soit T une contraction simple définie dans E vérifiant dim E =
N < 4o00. Alors, T est unitairement équivalente a l’opérateur

- -1
(Ta n aI) (1 n ETa) ,
ot a est n’importe quel point situé a l'intérieur du disque unité et régulier pour T .

Signalons d’autre part que les théoremes 3.9 et 4.4 restent valables dans le cas ou

dim E = 400 (dans ce cas, on a N = +00). Il suffit pour cela de rajouter la condition
+oo

Z (1 — |Ak]) < 400 ce qui assure la convergence du produit matriciel dans (3.1) ainsi
k=1
que la convergence des séries figurant dans les formules (3.2) et (4.1).
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